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verschieben. Unsere Uberlegungen kénnen daher zu-
nédchst nur Aussagen iiber das auf der Rotationsachse
anzutreffende v’ x B” liefern. Es liBt sich zeigen,
dal} diese auch fiir beliebige andere Punkte gelten,
sofern die oben fiir ¥ erhobenen Forderungen dort
wenigstens von ¥” befriedigt werden. Wir begniigen
uns mit dieser Andeutung, weil wir die hier betrach-
teten Verhiltnisse ohnehin spiter ausfiihrlicher be-
handeln méchten 15.

15 K.-H. Riprer, Z. Naturforsch., in Vorbereitung.
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7. Auf Grund dhnlicher Betrachtungen, wie wir
sie hier erlautert haben, kann man auch fiir v-Fel-
der mit weniger einfachen Symmetrieeigenschaften
Aussagen tber ¢, , Gigr, ... gewinnen und damit er-
kennen, wie ¥"x B’ aufgebaut ist. Es bleiben aber
grundsitzlich gewisse skalare Koeffizienten unbe-
stimmt. Diese miissen anderweitig, etwa mit Hilfe
von (30), ermittelt werden. Natiirlich ist es mog-
lich, dafl einige von ihnen und damit die entspre-
chenden Summanden in v" x B’ verschwinden.
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Einfiihrung

1. In der vorangehenden Untersuchung?!, die im
folgenden kurz mit I bezeichnet wird, haben wir
die Grundziige einer Elektrodynamik der mittleren
Felder in turbulent bewegten, elektrisch leitenden
kontinuierlichen Medien entwickelt.

Als Ausgangspunkt dienten Maxwellsche Glei-
chungen und ergidnzende Materialgleichungen mit
den in der nichtrelativistischen Magnetohydrodyna-
mik iiblichen Vernachlassigungen. Es wurde die ma-
gnetische KraftfluBdichte B eingefiihrt, weiterhin
die magnetische Feldstirke H, die elektrische Feld-
stirke E, die elektrische Stromdichte j und die Ge-
schwindigkeit v, mit der sich das Medium bewegt.
Sowohl die magnetische Permeabilitat x als auch
die elektrische Leitfahigkeit o galten als orts- und
zeitunabhingig. Feldgroen wie B, H, E und j
miissen, wenn ¥ einer turbulenten Bewegung ent-
spricht, gleich diesem unregelmiflige raumliche und

1 K.-H. RipLER, Z. Naturforsch. 23 a, 1841 [1968].

zeitliche Schwankungen aufweisen. In Anbetracht
dessen sind mittlere FeldgroBen wie B.E, H, ; und
¥ mit einem weniger verwickelten raumlichen und
zeitlichen Verlauf erkldrt sowie im Mittel verschwin-
dende Differenzen zwischen den ersteren und den
letzteren wie B’, H', E’, j* und v’ eingefiihrt wor-
den.

Wir haben die Aufgabe jener Elektrodynamik
der mittleren Felder darin gesehen, das Verhalten
von B, H, E und j zu bestimmen, wenn v und ge-
wisse fiir ¥’ kennzeichnende GroBen gegeben sind.
Unsere Uberlegungen lieferten zunichst die Gln.
(I.5) und (I. 6), namlich

rotE=—~aE,

3t
B=uH, j=¢(E+vxB+v xB),

rotf_I=j_, divB=0, (1)

und weiterhin die Feststellung, da v" x B’ als Funk-
tional von B, v und v’ aufgefat werden darf. Die
genannte Aufgabe ist als grundsitzlich gelost anzu-
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sehen, wenn dieses Funktional ermittelt und in (1)
eingetragen worden ist.

Als einfachstes Beispiel haben wir Verhailtnisse
betrachtet, unter denen ¥ verschwindet und v’ eine
homogene isotrope und spiegelsymmetrische Turbu-
lenz beschreibt. Dabei 16t sich der Einflul von
v’ x B auf die mittleren elektromagnetischen Feld-
groflen, wenigstens fir nicht zu starke Orts- und
Zeitabhingigkeit von B, durch Einfilhrung einer
turbulenzbedingten Leitfdhigkeitsinderung beriick-
sichtigen. Bei der Besprechung weiterer Beispiele ist
unter _anderem auf eine mit nichtverschwindendem
grad v'? zusammenhingende turbulenzbedingte Per-
meabilitdtsanderung hingewiesen worden. Dariiber
hinaus konnten wir ein weitgehend allgemeines Ver-
fahren begriinden, nach dem sich v"x B’ in seiner
Abhiingigkeit von B, v und v berechnen laBt.

Das Ziel dieser Untersuchung besteht darin, tur-
bulenzbedingte Leitfdhigkeits- und Permeabilitats-
dnderungen auf Grund jenes Verfahrens zu ermit-
teln und genauer zu erértern.

2. Zur Berechnung des Terms v’ x B’ iiberneh-
men wir (I.29), also

+r B
TXB) = dP B+ 5 g .
¢ g g ety >1 e ax, e ail?t at”

(2)

Wir setzen von vornherein ¥ =0 und beschriinken
uns auf die erste Niherung beziiglich kleiner v". Der
Einfachheit halber soll weiterhin #,— — oo gelten.
Mit (I.18) und (I.26) gelangt man dann von
(1. 30), wenn dort die Integrationsvariablen § und
7 durch —§ +X und —7+1¢ ersetzt werden, leicht
zu

1
3
B3 (x, 1) £

Riy(x,t; 8,7) =
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(_1)x+v

PARZ

(v)
gq'qr.)..t = &ijk €kmn Enpq

[o <IN o}

1 3G(&7)
e

S

—g,———'[) (3)
_wo
X&Ep & v d3edr.

Wie iiblich wurde |§ | = & gesetzt, es ist
3/2 £
[ _HKos
i 1ol 7).
und wir haben den Korrelationstensor
Rjy(x,6;8,7) =v (x,0) v, (x+ E,t+7)  (5)
eingefiithrt. Das erste Glied auf der rechten Seite
von (2) entspricht x=v»=0, und (3) gilt dafir
ebenso wie fiir x +v > 1.

3. Um v x B’ ausrechnen zu koénnen, hat man
die vorangehenden Beziehungen durch einen Ansatz
fiir den Korrelationstensor R;, zu ergénzen.

Im Hinblick auf turbulenzbedingte Leitfahigkeits-
dnderungen interessiert dabei der Fall der homo-
genen isotropen und spiegelsymmetrischen Turbu-
lenz. Dieser ist in der hydrodynamischen Literatur 2
eingehend untersucht worden. Fiir die Behandlung
turbulenzbedingter Permeabilitatsinderungen kommt
es auf ein nicht durchweg verschwindendes grad v"2
an, was einer weder homogenen noch isotropen Tur-
bulenz entspricht. Wir haben uns an anderer Stelle 3
mit einem solchen Fall befafit. Es wurde voraus-
gesetzt, dal} sich alle Abweichungen von Homogeni-
tat, Isotropie und Spiegelsymmetrie allein durch
grad v'? ausdriicken lassen und dieses jeweils iiber
rdaumliche und zeitliche Abstiande, iiber die merk-
liche Korrelationen bestehen, als konstant anzusehen
ist. Unter diesen Bedingungen ergibt sich

— ‘E].
770) gntes 071 83+ at05 800) ot 6 )

Ei Eg

oz, [91(‘5 §,7) Ojp+ (f1(2; &, 1) — g1 (25 &,7) —hy (85 6,71)— Ky (25 &,7)) —22 | (6)
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73 2
+- i—af_il hy(t; €,7) &+ a”—‘x’:’ﬁ ky (25 ,7) 5,-}-

°

Die erste Zeile entspricht der homogenen isotro-

pen und spiegelsymmetrischen Turbulenz, bei der V2
nicht von X abhingt, und die weiteren Terme be-

2 Beispielsweise G. K. Barcueror, The Theory of Homoge-
neous Turbulence, Cambridge University Press 1956, oder
Sumn-I-Pa1, Viscous Flow Theory II — Turbulent Flow, D.
Van Nostrand Company, Inc., Princeton/New Jersey 1957.
Im Gegensatz zu den in unserer Untersuchung I getrofie-

schreiben die Abweichungen, welche durch ein end-

liches gradv? hervorgerufen werden. Die Bedeu-
tung der offensichtlich dimensionslosen Funktionen

nen Festlegungen werden Isotropie- und Spiegelungsbedin-
gung in diesen Darstellungen nicht getrennt und beide
zusammen als Isotropiebedingung bezeichnet.

3 K.-H. RipLEer, Z. Angew. Math. Mech., in Vorbereitung.
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fos 905 1> 915 By und k£, 1dBt sich leicht erkennen.
Bezeichnen wir die Komponente von v” in &-Rich-
tung mit v;’, so gilt

E, 5,,

v (X,8) v (Xx+ §,t+7) = L2 R;,(x, 85 8, 7)

)
- %{F(x, ) folts £0) + %‘i"ﬂfzmz; s,r>}-
z;

Mithin erweist sich f, als normierte longitudinale
Korrelationsfunktion fiir grad v2-§=0, un __fl tritt
beim Ubergang von dieser zu der fiir grad v"2-§+0
auf. Ganz ahnlich héngen ¢, und g¢; mit normier-
ten transversalen sowie h; und k; mit gemischten
Korrelationsfunktionen zusammen.

Schon ohne daB v” weiteren Einschrinkungen un-
terworfen wird, sind fy, 9o, f1» 91, Ay und k; nicht
vollig frei wiahlbar. AuBler Normierungsbedingun-
gen wie

fo(250,0) =1 (8)

bestehen noch andere Beziehungen, von denen wir
nur

fl(t; 5’0) e %fo(t; 590)9
hy(t;§,0) +k(25£,0) =0 9)

vermerken. Fiihrt man beispielsweise div v’ =0 ein,

und (6) ergibt sich so

oo o

. (—1)
952) = &ijk SS

—o 0

86(5 7) av""(x t) [fo(s &,
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so ergeben sich natiirlich zusatzliche Verkniipfungen.
Dazu gehort

fi(ts &,7) + Ry (85 8,7) + Ry (85 6,7) = 3fo (856, 7),
(10)
worauf wir spéter zuriickkommen werden.

Eine weitere Eigenschaft von fy, 9o, f15> 91, My
und %, besteht darin, daf} sie nur fiir nicht zu grofle
£ und |7| wesentlich von Null abweichen. Auf eine
genaue Erklarung verzichtend, filhren wir eine Kor-
relationsldnge Ax und eine Korrelationszeit 7 ein
und betrachten f,, g, fi,... als verschwindend
klein, sobald & > ik oder |7| > vk gilt. Experimen-
telle Ergebnisse lassen vermuten, dall f, niemals
negativ ist%. Im stationdren Falle, in dem f, nicht
von ¢ abhingt, liegt deshalb und wegen (8) ein
Ansatz wie

fo=exp(— % (§/2x)2— % (v/7x)?) (11)

nahe. Wir werden ihn unten als Beispiel verwenden.

Berechnung von v’ x B’

1. Wir greifen auf (3) zuriick und betrachten zu-
nichst g'9” . Dabei kommt es nur auf die Terme von
R;, an, die in den &; antisymmetrisch sind. Mit

(12)

Ekmn Enpq = 6kp 6mq - 6kq 6"'1’

—1) §; 5151«1 —hy(t; & —1) (&8¢ 25]'1) 51::1

_(hl(t; £ =) k(8 —7)) 05 i &) v 3 de. (13)

Die rdaumliche Integration a8t sich unter Verwendung von Kugelkoordinaten teilweise ausfiihren. Wir
setzen &;=E&e;, wobei die e; lediglich Winkelvariable enthalten. Sofern f...d{Q eine Integration iiber
den vollen Raumwinkel bedeutet, gilt

$d2=4n, H4aee;,d2=ay;.

Die erste dieser Beziehungen ist ohne weiteres klar. Um die zweite zu begriinden, bemerken wir zunichst,
daf das Integral einen isotropen Tensor zweiter Stufe darstellt, sich also nur um einen skalaren Faktor
von 0;; unterscheiden kann. Der letztere 1t sich beispielsweise aus der Bedingung bestimmen, dal jene
zweite Beziehung bei Verjiingung wegen e;e;=1 in die erste iibergehen muf}. Mit Hilfe von (14) folgt

(14)

-1
952'0 = iq1 (3,‘}') av a(x t) (OV) (t) (15)
und L 3 S Sa*%‘i)(h(t § —1) +hy (66, —7) +k (258, —7)) B v déde. (16)
0 0

4 C. C. Ly u. W. H. Remw, in S. Frocee, Handbuch der Physik VIII/2, Springer-Verlag, Berlin-Gottingen-Heidelberg 1963,
S. 448.
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Bei g} kann man ihnlich vorgehen. Es erweisen sich jedoch gerade die Terme von Rj, als wesentlich,
die in den &; symmetrisch sind. An Stelle von (13) ergibt sich

(1) _ . (—I)SSSS 1 9G(, 1) 73 et
.‘]1qr = zllI 31/' i £ aé-

S
-0 0

Unter Verwendung von (14) erhélt man daraus

g(]v) (=1)”

wgr = Eigr 3!

und ™= _ -

2. Die Rechnungen lassen sich leicht auf beliebige
gS;‘:s + ausdehnen, sofern man iiber die entspre-
chende Verallgemeinerung von (14) verfiigt. Wir
schreiben

ﬁeiejekel...epeqdf):zi Egﬁ) ¢ (20)
wobei das Integral wie auch E ,, einen Tensor
mit der geraden Stufenzahl 27 darstellen soll. Fiir

n=0 und n=1 entspricht dies (14), und es muf}
E®=1, EP =9, (21)

gelten. Da es sich bei dem Integral um einen iso-
tropen Tensor mit gerader Stufenzahl handelt, kann
dieses und damit E) ,, fiir n > 2 durch eine Li-
nearkombination der Ausdriicke dargestellt werden,

on—2

2n)
ikl...pqg = 2 (611 kl...pq

An (21) anschlieBend, lassen sich damit die £ ,,

len diese wegen E{i";;=E$"ss =

47°§c§ G(E?fl
¢
0 0

+ 6zk

(x,2) fo(25 &, —7) & &, v A3 de. (17)
v2(x,1) ¢ (1) (18)
o(t; & —7) v déde. (19)

von denen einer d;; d;...0,, lautet und die ande-
ren durch Permutation der Indizes daraus hervor-
gehen; es gibt unter ihnen (2n)!/2"n! verschie-
dene. Dank der Symmetrie des Integrals beziiglich
aller Indizes handelt es sich bei jener Linearkombi-
nation, abgesehen von einem skalaren Faktor, ein-
fach um die Summe der letzteren. Eine einmalige
Verjingung in (20) mul} wegen e;e;=1 die ent-
sprechende Beziehung fiir ein um 1 erniedrigtes n
liefern. Dies verlangt

2n+1
2 2n—2
nﬁ) g 2 i Ekln m),

(22)

womit auch jener Faktor festgelegt wird. Aus den
vorangehenden Feststellungen ergibt sich unmittel-
bar die Rekursion

2n—1)

22
3l...0q n))

‘ .+5lq El...D (23)

fur beliebige n ausrechnen. Nebenbei bemerkt, stel-
E@Vs5 =1 in einem gewissen Sinne Verallgemeinerungen von d;; dar.

Unter Verwendung von (20) und (23) erhélt man bei geradem x, wofiir =2 /1 gesetzt wird,

~1
Ghars"s = Eiai 3((2 z)3v| Lo (x 2 (a1
mit
dn 3G (4, 7)

G (22+1)(21+3) S —(f1 (2

00

Ly Vi waG(E ‘[) .
b= - (2}+1)(21+3 Sg (fu(t:5 6, =)
0

0

Dabei sind alle die Anteile von g{4”;, die bei Uberschiebung mit 3%+ B,/3z, du,...

—b@®) (8)) 835 EE + (24 41) b™) (1) EZAFD)  (24)

£ =)+ (204+1) by (13§ —1) + k(13 &, —1)) &Pv di dr,

—hy (83 &, —7)) B8 Qi dr. (25)

Oz, Jr wegen

8B,/3z,=0 ohnehin bedeutungslos werden, weggelassen worden; b®) geht gar nicht ein. Sofern » un-
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gerade ist, soll x=24+1 gelten, und es ergibt sich

23410 (-1 —= " 2149
ggq;'ls-i_l ) =ty 3(2 }.) ik 2(x,2) ¢™)(2) E( sets) (26)
. 47 3G (&,1)
(dv) — _ ikl o t: _ 24+3 v dl: d . 27
mit ¢ 271+1)(21%3) S 3 fo(t; & —1) &4 v déde (27)
0 0

3. Wir greifen auf die Reihe (2) fiir ¥" x B” zuriick und schreiben zunichst einige Anfangsglieder auf.
Mit (15) und (16) findet man, wieder zur symbolischen Schreibweise iibergehend,

vVxB' =-1 (a(oo) grad v2x B —a® grad v x %I; +¢ 2ot B — ¢

)v_Qrot%?—}—...). (28)

Fir die vollstindige Reihe gewinnt man mit (23), (24) und (26)

_ —1)”
"V B — _ 1400 72 B, (=1)
v xB 1a® grad v2 x B 3&+v221(21)!y!

+24b™) (grad v’ grad) rot 41 aﬂl +
o g or

4. Es sollen nun die in (28) auftretenden a(*)
und ¢ mit ¥=0 und »=1 genauer betrachtet
werden. Wir verwenden (4), (16), (19) und fiih-
ren mit £ =% g und v=% g normierte Koordina-
ten 1 und ) ein. Dann hat man

a® = (o )" (1 (g)
) (/“ GlK)”+1 f(v) (q) .

Wenn wir fir f;, Ay, k; oder f, allgemein ¢ schrei-
ben und ¢(t; &, 1) =@*(¢;9,79) setzen, gilt

+h9 (9) +£P (9)),
(30)

0o oo

S S e_qu429

X @*(t; 1,

’/z v

121/

p® (q) = (31)

—9) 9 dy 4D .

( a®) grad v® x A

B
3

c™) y"2 rot A* aé—f) . (29)

Ferner gibt

g=poik/w (32)

das Verhiltnis der Zeit u o ik, die fiir die Einstel-
lung des elektrodynamischen Gleichgewichtes in
einem B’-Feld mit einer charakteristischen Linge x
maBgebend ist, zu der fiir das v"-Feld charakteristi-
schen Zeit tx an. Im Grenzfall ¢ =0 darf man das
B’-Feld in jedem Augenblick als stationir betrach-
ten, und es kann dem v’-Feld um so weniger folgen,
je grofler g ist.

Um die Eigenschaften von ¢®) (q) leicht erkennen
zu konnen, filhren wir in dem Doppelintegral (31)
zwel verschiedene Substitutionen durch und erhalten

22(1—»)co - an\ .
(») _— = —ut . _ 2v+1 ,.2(1—»)
o™ (q) 3 Vn Sge @ (t,n, 4u2)77 u dy du
00

_ 8,. S —? % (4. Qs 4.9 9 (33)

3V”‘“]”“Sg ®*(t; 2V q v, — vt ¥ dvdd.

0 0
Aus der ersten Zeile folgt
22 (1—=») oo oo 1

P —ut  2(1—) *(139,0) n2t1dy = . t;m,0) 72 +1d 34
©) =37 ge u dugqo(tn Yt =gy ) @ (657,0) +dy.  (38)

—1) mit wachsendem © monoton

Falls ¢@*(¢; 9,

fallt, kann man aus dieser Zeile weiterhin schlie- @® (g) =2

Ben, daB sich @) (q) beziiglich ¢ ebenso verhilt.
Das asymptotische Verhalten von ¢®)(q) fiir g—
wird nach der zweiten Zeile (33) durch

3]/1 Vﬂfe_b 4dvf<p (¢;0, —9) ¥ dY
(35)

o 1f<p (t; 0, —9) 9 dd
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beschrieben. Fiir ¢ =0 ist also nur die rdumliche,
fir g— oo nur die zeitliche Korrelation im v"-Feld
wesentlich.

Wir kniipfen bei (30) an und setzen
a® = §2c0), o= 30D, (36)

{’ natiirlich von g abhiingen. Soweit

(@) +K(9) +5 (9 = 3 (¢)  (37)

gilt, hat man

wobei ¢ und

- ’
{=(=1.

(38)

Jene Beziehung (37) mull wegen (9) wenigstens
fiir ¢=0 bestehen. Unter der weiteren Vorausset-
zung div v’ =0 liBt sie sich mit (10) sogar fiir be-
liebige ¢ rechtfertigen. Im Falle div®’ +0 wird sie
jedoch im allgemeinen nicht fiir beliebige ¢ gelten;
nach gewissen Plausibilitdtsbetrachtungen, auf die
wir hier nicht eingehen, sollten { und {’ dann mit ¢
wachsen.

Wir befassen uns nun mit ¢©®” und ¢V, Soweit
fo positiv ist, sind sie es ebenfalls. Fiir ¢=0 findet
man

(moig)*t = 4
) _ * (5. %+1
c 3r+1) {fo (t371,0) p>tidy.

Falls fo*(¢;%9, —¥) mit wachsendem % monoton
fallt, werden ¢ und ¢©) bei festem u oAk mit
wachsendem ¢, also mit fallendem 7x kleiner. Fur
g — o ergibt sich schlieflich

o) — B [ fo* (15,0, — ) 9 d .
0

(39)

(40)

Diese Feststellungen iiber ¢(® und ¢®V lassen sich
unmittelbar auf die beiden Bildungen

A=4povc®, yrp=}puod®cO  (41)

ibertragen, die im folgenden Bedeutung erlangen
werden. Wahrend y dimensionslos ist, stellt 7y eine
Zeit dar. Mit dem Ansatz (11) fiir f, sowie mit
(39) und (40) errechnet man fiir g=0

= e u2o®v?i%k, w=puolk (42)
und fir ¢— o
1=3Va2 pov2x, w=tr=V2/atx. (43)

Wenn, wie iiblich, eine magnetische Reynolds-Zahl
Re,, = ,ro e 2x eingefihrt wird, hat man fir
g=0 einfach = {5 Rep’.

5. Nach dem Vorbild der vorangehenden Uber-
legungen lassen sich die Eigenschaften von a*), b®*)

K.-H. RADLER

und ¢™®) auch fiir beliebige 2 und » ergriinden. Es
interessieren aber im folgenden, sobald 4 = 1 oder
¥ = 2 ist, nur gewisse Abschitzungen. Diese fallen
fiir a*) und b™) bei geeigneten Annahmen iiber f, ,
hy und %, sinngemB gleich aus wie fiir ¢*) mit dem
durch (11) festgesetzten f, und werden deshalb nur
dafiir angegeben.

Indem man (4) und (11) in (27) einsetzt, die
Integration iiber & ausfiihrt und wieder 7= 7% so-
wie (32) verwendet, ergibt sich

(2! " ‘ S e~ VR At 39
(4») e wwibls e 27- 9 1 e\ © o
¢ 21 71 (/2) (9 +g/2)+F (44)
Daraus ist
™ <V (24) ! 1 @) (45)
und weiterhin
c® < Vv! 7 ¢ (46)
zu folgern. Wir fassen beides zu
c®) 13 v ¢
@y TYEntyl (47)

zusammen, worauf wir bald zuriickkommen werden.

Diskussion der Ergebnisse

1. Unsere Aufmerksamkeit richtet sich in erster
Linie auf die Terme von v x B’, die in (28) ange-
geben sind. Mit Riicksicht auf (36) und (41) schrei-

ben wir

VxB' = — ;C;gradxx(ﬁ— i_ TR%I:—)
_2% (B - 8B> (48)
no ot

Auf Grund dessen 1aBt sich die letzte Beziehung (1),

wo voraussetzungsgemdl} v = 0 ist, in

R A 81 -

j- 1+2y ot 1+2xE (49)
_ Cgrady ( ' OH
T gy c’“a)

umwandeln. Damit haben wir eine spezielle Form
des Ohmschen Gesetzes fiir die mittleren Felder ge-
wonnen.

Bevor wir die Aussagen erortern, welche in (49)
enthalten sind, gehen wir noch einmal auf die bei
der Ableitung verwendeten Voraussetzungen ein.
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Es ist nur der Fall v =0 betrachtet und eine erste
Néherung fiir kleine v” behandelt worden. Wir ver-
weisen auf die Beziehungen (I.13) bis (I.22) und
erinnern daran, da} man zu jener ersten Ndherung
gelangt, indem man C = 0 setzt. An Hand von (I.13)
und (I.14) 1aBt sich abschatzen, wie weit das letz-
tere berechtigt ist. Als hinreichende Bedingung fiir
die Giiltigkeit der verwendeten Naherung finden wir
so, falls die relativen raumlichen und zeitlichen An-
derungen von B nicht groBer als die von v sind,
Reyn =10 )/v?ix €1+gq. Fiir ¢=0 ist dies gleich-
bedeutend mit 'y < 1. Soweit 1+ ¢ durch g ersetzt
werden kann, hat man l/'v—'E < Ix/tx , muB also bei-
spielsweise verlangen, daB sich (v grad) v’ gegen-
iiber Qv’/3t als unwesentlich erweist. Es tritt darin
eine betréichtliche Einschrankung zutage. Fiir ¢g— o
14Bt sich jene Giiltigkeitsbedingung auch in }y/q <1
umschreiben, woraus hervorgeht, dal y durchaus
nicht immer klein sein muf3.

Daf} fiir den Anfangszeitpunkt einfach zy— — o
gewahlt wurde, ist fiir das Folgende bedeutungslos.

Mit dem Ansatz fir R;, haben wir weiter festge-
legt, daf die v’-Felder nur durch das Auftreten eines
endlichen grad v"2 von denen bei homogener isotroper
und spiegelsymmetrischer Turbulenz abweichen diir-
fen. So bleibt insbesondere die Riickwirkung von B
auf v’ unbeachtet, was sich nur fiir nicht zu groBe B
rechtfertigen laft.

Schliefilich sind lediglich die in (28) ausgeschrie-
benen Anfangsglieder der mit (29) vollstindig an-
gegebenen Reihe fiir v” x B’ beriicksichtigt worden.
Abschitzungen wie (47) lassen erkennen, wann dies
erlaubt ist. Es kommt im wesentlichen darauf an,
daB man ik 32B/Jx;dz;, 7k 92B/J#2 und der-
artige Ausdriicke mit hoheren Ableitungen gegen-
iber B vernachlassigen darf. Natirlich konnen sol-
che Abschitzungen nur hinreichende Bedingungen,
nicht aber notwendige liefern.

2. Wir befassen uns zunachst mit dem Fall der
homogenen isotropen und spiegelsymmetrischen Tur-
bulenz und setzen dementsprechend grad y =0. Dar-
iber hinaus beschrinken wir uns auf stationdre Ver-

hiltnisse, so daB 3j/3¢=0 ist. Dann geht (49) in
j=orE (50)
(51)

i=OTE

iiber, wobei or=0/(14+2)

5 M. Steesseck, Monatsber. Deutsch. Akad. Wiss. Berlin

5, 625 [1963].
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gilt. Dies entspricht (I.11) mit a=0 und (I.12);
das dort als unbekannt zu betrachtende § wird hier
im wesentlichen durch y vertreten.

Unter der durch experimentelle Ergebnisse nahe-
gelegten Annahme eines nicht negativen f, ergab
sich, dal x positiv sein muB. Dann liegt die fiir die
mittleren Felder mafigebende turbulenzbedingte Leit-
fahigkeit ot stets unter der substanzeigenen o. Aber
auch wenn man fiir f; in einem gewissen Maf3e nega-
tive Werte zuldf3t, konnte y noch positiv ausfallen
und die letztere Aussage giiltig bleiben. Umgekehrte
GroBenverhaltnisse von o1 und o, die ein noch star-
ker negatives, zu negativem y fiihrendes f, erfor-
dern wiirden, erscheinen auf Grund von Entropie-
betrachtungen als unmaoglich.

Mit dem Ansatz (11) fiir f, gelangt man im
Grenzfall ¢ =0, fiir den (42) gilt, zu

op=0f(1+}u2a®v2ik). (52)
Dieses Ergebnis stimmt mit einem 1963 von STEEN-
BECK ® veroffentlichten iiberein. Behalten wir den
Ansatz (11) fir f, bei, gehen aber zu ¢— oo iiber
und verwenden (43), so folgt
op=0/(1+3Va/2 pov? ). (53)
Wihrend der Grenziibergang 6 — o fir ¢=0 aus
dem Giiltigkeitsbereich des verwendeten Néherungs-
verfahrens herausfiihrt, ist er fiir ¢— oo, wobei
natiirlich /02 < Jx/tx gewahrt bleiben muf}, durch-
aus erlaubt. Damit gestattet (53) den Schluf}, daf ein
im Kleinen ideal leitendes Medium im Groflen eine
endliche Leitfahigkeit zeigt. Ein derartiger Gedanke
ist bereits 1961 von Csapa ¢ geduflert worden. Seine
wie auch unsere Schluflweise sind aber mit dem
Mangel behaftet, daf} sie von isotroper Turbulenz
ausgehen. Im Grenzfall 6 — oo diirfte die Stérung
der Isotropie durch das B-Feld, auch wenn es als
schwach vorausgesetzt wird, nicht ohne weiteres zu
vernachldssigen und die Wirkung der Turbulenz auf
die mittleren Felder daher nicht allein durch das
Auftreten einer endlichen Leitfahigkeit zu beschrei-
ben sein.

Ein interessantes Beispiel liefert die Wasserstoff-

konvektionszone der Sonne, fiir die man mit

u=47-1007Vs A" 'm™! und o=103Q 'm™!,
ferner mit
Vv 224-102ms™!, Ix~10°m und 7g~<10%s
6 1. K. Csapa, Vortrag auf dem Symposium iiber theoretische

Physik in Balatonfoldvar im September 1961 (unveroffent-
licht).
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rechnen darf 7. Dies entspricht dem Grenzfall g— o ;
allerdings ist V2 < Jx/vx nur sehr schlecht erfiillt.
Setzen wir uns iber letzteres hinweg und benutzen
(53), so folgt or~10"%*0. Wir finden dieses Er-
gebnis vor allem deshalb bemerkenswert, weil sich
die Zeitskala der magnetischen Erscheinungen auf
der Sonne nur verstehen 1dft, wenn man die magne-
tische Zahigkeit, also das reziproke Produkt aus
Permeabilitat und Leitfdhigkeit um etwa vier Zeh-
nerpotenzen grofler ansetzt als es den oben genann-
ten Werten entspricht 7.

Wir haben or mit (50), also auf Grund einer li-
nearen Verkniipfung zwischen j und E eingefiihrt.
Man konnte beispielsweise eine GroBe op* durch die
in j nichtlineare Beziehung §2/o = (j)2/o1* erkléren.
Es sei betont, dall o1 und op* durchaus nicht iiber-
einstimmen miissen.

3. Wir bleiben noch bei homogener isotroper und
spiegelsymmetrischer Turbulenz, also bei grad y =0,
lassen aber instationdre Verhéltnisse und damit
Jj/3t+0 zu. Auf Grund von (49) ist dann (50)
durch

o ; a ==
. »a% —orE (54)

zu ersetzen, wobei neben (51) noch
R =22t/ (1+27) (55)

verwendet wurde.

Der Annahme iiber ein nicht negatives f, entspre-
chend, betrachten wir ¥ und 7z und damit g’ als
positiv. Dann ist (54) so zu deuten, daBl das in
einem gegebenen Zeitpunkt vorhandene E nicht mit
dem im gleichen, sondern mit dem in einem voran-
gehenden Zeitpunkt auftretenden j verkniipft ist.
Ein Medium, das im Kleinen eine rein Ohmsche
Leitfahigkeit besitzt, zeigt also im GroBen einen ka-
pazitiven Charakter. Im Sinne der komplexen Wech-
selstromrechnung wird dies durch eine komplexe
turbulenzbedingte Leitfahigkeit op beschrieben. Fiir
Vorgénge mit der Kreisfrequenz ergibt sich

sr=o1/(1-ioy), (56)

wobei i=) —1 ist.

4. Endlich lassen wir einen Gradienten in der
Turbulenzintensitdt und mithin grad y+0 zu. Der

7 Die in diesem Zusammenhang wesentlichen sonnenphysi-
kalischen Fakten sind unter Hinweis auf die einschldgige
Literatur zusammengestellt bei M. Steexseck u. F. Krause,
Z. Naturforsch. 21 a, 1285 [1966].
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Einfachheit halber betrachten wir aber nur statio-
nire Verhiltnisse, setzen also 3j/dt=SH/3t=0.
Aus (49) folgt dann

* x H. (57)

Wo grad y +0 ist, werden durch y=const Flachen
definiert. Die Strome, welche dem letzten Term in
(57) entsprechen, flieBen in diesen Fldchen und im
tibrigen senkrecht zu H.

Wir wollen die Eigenart dieser Strome an einem
Beispiel erldutern. Wie in Abb. 1 angedeutet, soll
grad 7 nur innerhalb einer Kugelschale gleichmafi-
ger Dicke von Null abweichen und dort radial ein-
wirts weisen. Dies bedeutet, da} y innerhalb der
inneren und auflerhalb der aufleren Begrenzungs-
flache dieser Kugelschale jeweils konstant, im erste-
ren Bereich aber grofler als im letzteren ist. In einer
nullten Néherung, in der der Einflu von grad
vollig vernachlassigt wird, sei B=B,, H=H,, ...
Wir setzen voraus, dafl By und damit Hy homogene
Felder darstellen. Daraus folgt E,=j,=0. Bei der
ersten Naherung, in der grad y als kleine Grofe be-
riicksichtigt wird, schreiben wir B=B;, H=H,,....
Wie sich leicht zeigen ldt, hat man E; = 0, wiahrend

ji nicht durchweg verschwindet. Die j; entsprechen-

b
P

Abb. 1. Verteilung von grad y sowie Magnetfeld in nullter
Néherung.

B, oder H,

Abb. 2. Strom und Magnetfeld in erster Naherung.
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den Stromlinien verlaufen innerhalb der betrachte-
" ten Kugelschale und bilden dort konzentrische Kreise
in zu B, senkrechten Ebenen. Unter der Annahme
{>0 findet man die in Abb. 2 angezeigte Richtung
von j; und das dort skizzierte Feldlinienbild fiir By
und H, . Hohere Naherungen bringen keine wesent-
liche Anderung des Sachverhaltes, der sich in der
ersten ergibt. B

Wenn die durch j; beschriebenen Strome trotz
Ohmscher Verluste nicht abklingen, so muf} ihnen
Energie aus der turbulenten Bewegung des Mediums
zugefiihrt werden. Im Sinne der Redeweise, die wir
in I eingefiihrt haben, besitzt also ein Medium bei
ortsabhéngigem y einen aktiven Charakter. Diese
Bemerkung wird dadurch unterstrichen, da man
sich Anordnungen mit einem inhomogen turbulenten
Medium, Elektroden und Spulen denken kann, die
als selbsterregte Generatoren wirken.

Beim Ubergang zu instationiren Verhiltnissen
sind dhnliche Erscheinungen wie jene zu erwarten,
die das kapazitive Verhalten des Mediums aus-
machen. Wir verzichten aber darauf, diese genauer
zu erortern.

5. Die Verteilung des magnetischen Flusses im
vorangehenden Beispiel 146t sich, solange { >0 gilt,
durch sein Bestreben kennzeichnen, das Gebiet mit
hoherer Turbulenzintensitdt, also mit groBerem %
zu meiden. Dies bringt den Gedanken nahe, neben
der turbulenzbedingten Leitfahigkeit eine neue Per-
meabilitit einzufiihren, die um so mehr unter der
substanzeigenen Permeabilitat liegt, je grofler y ist.
Wahrend sich aber die turbulenzbedingte Leitfahig-
keit nahezu zwangsldufig ergab, ist es bei einer sol-
chen Permeabilitit keineswegs so. Ihrer Einfiihrung
steht zunéchst die Giiltigkeit der in (1) auftretenden
Beziehung B = 1 H im Wege. AuBlerdem ist der mit
grad y verkniipfte Anteil von j in (49) und (57)
im allgemeinen nicht quellenfrei und deshalb kaum
als Magnetisierungsstromdichte zu deuten. Wenn
man dennoch eine von der substanzeigenen abwei-
chende Permeabilitait haben mochte, so miissen vol-
lig neue Gesichtspunkte herangezogen werden.

Um den weiteren Weg ein wenig zu erldutern, be-
trachten wir zunichst den Ubergang von einem ein-
fachen mikroskopischen Bild zur makroskopischen
Beschreibung elektromagnetischer Vorgédnge in leit-
fahiger, magnetisch und elektrisch polarisierbarer
Materie.

Mikroskopisch gesehen, zeigen alle elektromagne-
tischen Feldgrofen heftige rdumliche und zeitliche
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Schwankungen. Die makroskopische magnetische
KraftfluBdichte und die makroskopische elektrische
Feldstarke gehen durch eine Mittelung, die eine
raumliche und zeitliche Glattung bewirkt, aus den
entsprechenden mikroskopischen Groflen hervor.
Hingegen unterscheidet sich die makroskopische ma-
gnetische Feldstidrke im allgemeinen von der gemit-
telten mikroskopischen, und zwar um die Magneti-
sierung. Man faflt die letztere als gemittelte magne-
tische Momentendichte auf, wobei die in Rechnung
zu setzenden magnetischen Momente, soweit sie nicht
mit Spins verkniipft sind, aus speziellen mikroskopi-
schen Ladungsbewegungen abgeleitet werden. Ahn-
liches gilt fiir dielektrische Verschiebung und di-
elektrische Polarisation. Weiterhin ergibt sich nicht
etwa der makroskopische Leitungsstrom, wenn das
Mittel iiber die entsprechende mikroskopische Grofe,
also iiber alle mikroskopischen Ladungsbewegungen
genommen wird; es kommt dabei vielmehr eine
Summe aus diesem Leitungsstrom, dem Magnetisie-
rungsstrom und dem dielekirischen Polarisations-
strom heraus. Ein sinngemidfl gleicher Sachverhalt
zeigt sich bei der wahren Ladung und der Polari-
sationsladung.

Der skizzierte Ubergang zwischen den beiden Be-
schreibungsarten sichert die Giiltigkeit der Maxwell-
Gleichungen, soweit sie fiir die mikroskopischen
Feldgroflen besteht, auch fiir die makroskopischen.
Die Materialgleichungen miissen jedoch im allgemei-
nen durch neue ersetzt werden, wobei Magnetisie-
rung und dielektrische Polarisation Bedeutung er-
langen.

Es liegt nahe, die in turbulenten leitenden Medien
auftretenden Feldgrofien B, E, H und j angesichts
ihrer rdaumlichen und zeitlichen Schwankungen mit
jenen mikroskopischen zu vergleichen. Wir nennen
erstere hier ,,lokale* Feldgrofen, stellen ihnen ,,glo-
bale“ B, §, € und | gegeniiber und erklaren letz-
tere dhnlich jenen makroskopischen durch

B =B, CG=E,

o—H_M, ij—rotm; %

iiber IN soll noch verfiigt werden. Damit ergibt sich
aus der ersten Zeile (1) zunachst
rotE= — aa—?, rotH=j, divB=0 (59)

und aus der zweiten Zeile (1) mit Riicksicht auf
(48) weiterhin
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B=wpu(®+M),
i= o GrotM— igradxx(%— %maa—%)
_2{—" rot( —rRaa ) .
_o@_rot(ﬂﬁ+ ”‘(%— —i— %%))
D (o e )

Falls x die Vakuumpermeabilitat darstellt, spielt It
offenbar die Rolle einer Magnetisierung. Wir legen
letzteres durch

S ( { 938

m— == P %— C (53 at)

fest. Indem wir uns noch auf y <1 beschrinken
und Terme von zweiter und hoherer Ordnung in %

streichen, ergibt sich aus (60) und (61) schlieBlich

(61)

oB : 9j
Bt S =B i-tg =0C  (62)
mit
TM:C,XTRa ﬂg—‘:/‘/(l‘l‘cl), (63)

T,=2-0)xw, og=0/(1+(2-0) 7).

Die globalen Feldgroflen befriedigen also, soweit es
in diesem Zusammenhang interessiert, die Maxwell-
Gleichungen. Die Materialgleichungen fiir diese Feld-
grofen sind erstens durch das Auftreten einer glo-
balen Permeabilitat u, und einer globalen Leitfahig-
keit 0, und zweitens dadurch gekennzeichnet, daf3
sie Hystereseerscheinungen und Abweichungen von
rein Ohmschem Verhalten beschreiben, wofiir die
Zeitkonstanten 7, und 7, mafigebend sind. Der Ein-
fachheit halber beschrinken wir uns zunichst auf
div v" =0 oder setzen ¢ =0, um mit {={"=1 rech-
nen zu konnen. Indem wir y und tg wieder als posi-
tiv betrachten, ergibt sich dann u,/u=0,/0 <1 und
7,=1,>0. Beim Ubergang von lokalen zu globalen
Feldern sind also die Werte von Permeabilitat und

8 I. K. Csapa, Acta Phys. Hung. 1, 235 [1951].
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Leitfahigkeit im gleichen Verhéltnis zu erniedrigen.
Im instationdren Fall eilt die magnetische Induktion
dem magnetischen Feld voraus, und das Medium
zeigt einen kapazitiven Charakter. Fiir dive’ +0
und ¢ + 0 miiBten als erstes £ und (" berechnet wer-
den, womit wir uns aber nicht befassen wollen. So-
weit >0 bleibt, was nach der oben erwihnten
Plausibilitatsbetrachtung zu erwarten ist, gilt auch
weiterhin uq/u <1. Dagegen ist og/0<1 an (<2
gebunden, und wir miissen offenlassen, inwieweit sich
dies als richtig erweist.

In diesem Zusammenhang ist der Unterschied
zwischen o1 und o, wesentlich. Wahrend or nahezu
zwangslaufig eingefithrt wurde und unmittelbar
physikalische Bedeutung besitzt, ergab sich o, auf
Grund einer mehr oder weniger willkiirlichen Auf-
teilung von j in j und rot N, deren Ziel allein darin
bestand, eine globale Permeabilitat sinnvoll erklaren
zu konnen. Fir { =1 gilt

(0’"0T)/G=2(0_0g)/0=2(1“_;ug)//"-

Unsere Auffassung von einer turbulenzbedingten
Permeabilititsinderung unterscheidet sich sehr stark
von der, die Csapa 1951 8 entwickelte. Wir haben
die letztere schon an anderer Stelle kritisiert ?. Die
von STEENBECK 1963 ° angegebene Permeabilitits-
dnderung fiigt sich in einem gewissen Mafle in das
Vorangehende ein.

Die Moglichkeit, unsere Ergebnisse fiir ¥ < 1 mit
Hilfe jener globalen Felder zu formulieren, mag zu-
weilen insofern niitzlich sein, als dann die in (49)
enthaltenen Aussagen durch die tibersichtlichen Be-
ziehungen (62) wiedergegeben werden. Auf Grund
von (58) und (61) lassen sich aus den globalen
stets die entsprechenden mittleren Felder ausrech-
nen.

Von einigen Erweiterungen abgesehen, stellt sowohl
die vorangehende als auch diese Untersuchung einen
Auszug aus meiner Dissertation ® dar. Letztere wurde
von Herrn Prof. M. Steenseck angeregt und von ihm

sowie Herrn Dr. F. Krause durch zahlreiche eingehende
Diskussionen gefordert, wofiir ich herzlich danke.

9 K.-H. RipLERr, Dissertation, Universitdat Jena 1966.



